ЗАНЯТИЕ 6. Способы решения игры. Сведение игровой задачи к задаче линейного программирования. Приближенный метод решения матричных игр.

УЧЕБНАЯ И ВОСПИТАТЕЛЬНАЯ ЦЕЛЬ:

ОРГАНИЗАЦИОННО-МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ: 

МЕТОД ПРОВЕДЕНИЯ ЗАНЯТИЙ - групповое занятие в составе взвода.

УЧЕБНЫЕ ВОПРОСЫ:

1. Способы решения игры
2. Сведение игровой задачи к задаче линейного программирования
3. Приближенный метод решения матричных игр
МЕТОДИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ: 

1. СПОСОБЫ РЕШЕНИЯ ИГРЫ
В 1928 году фон Нейманом была доказана основная Теорема теория игр, которую можно сформулировать следующим образом: “Каждая матричная игра с нулевой суммой имеет решение в чистых или в смешанных стратегиях”.

Выше мы установили, что если игра имеет седловую точку, то у нее есть решение в чистых стратегиях. Признак наличия седловой точки: 

.

Решением игры в смешанных стратегиях является совокупность (P*, Q*, 
[image: image1.wmf]l

). Решение игры в оптимальных смешанных стратегиях обладает одним важным свойством, которое приведем без доказательства.

Если сторона В использует j-ю существенную стратегию Bj, а сторона А - оптимальную смешанную стратегию P*, то выигрыш стороны А равен цене игры, т.е.
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Если сторона А использует i-ю существенную стратегию Аi, а сторона В - оптимальную смешанную стратегию Q*, то проигрыш стороны В равен цене игры, т.е.
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Рассмотрим сначала решение игры 2x2, заданной платежной матрицей:
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Аналитическое решение игры 2х2
В игре 2x2 - обе стратегии противника являются активными, т.к. в игре 2x2 - наличие седловой точки всегда соответствует существованию неактивных стратегий, которые должны быть вычеркнуты из матрицы и решение тогда становиться тривиальным.

На основании формул (5) и (6) с учетом условия (4) можно записать системы уравнений:
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из которых легко находятся
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т.е. решение игры.

Графическое решение игры 2х2
Решению игры 2x2 можно дать простую геометрическую интерпретацию. Возмем участок оси абцисс длиной 1. Левый конец участка будет изображать стратегию А1, правый - стратегию А2.
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Восстановим через точку А1 перпендикуляр к оси абцисс, на котором будем откладывать выигрыш при стратегии А1, а через точку А2 - перпендикуляр, на котором будем откладывать выигрыш при стратегии А2.

Рассмотрим стратегию противника В1; она дает на перпендикулярах две точки с ординатами а11 и а22 соответственно. Соединим эти точки прямой В1. Очевидно, что, если сторона В применяет стратегию В1, то выигрыш А при стратегии А1 будет а11, а при стратегии А2 - а21.
Если же мы при стратегии противника В1 будем применять смешанную стратегию 
[image: image9.wmf]{
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, то наш средний выигрыш, равный в этом случае 
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, изобразится ординатой точки М. Из рисунка несложно понять, что вероятность p1 стратегии А1 равна расстоянию точки P* до правого конца отрезка, а вероятность p2 стратегии А2 - расстоянию от точки P* до левого конца отрезка.

Аналогично строится прямая В2 стратегии В2.

Нам нужно найти оптимальную стратегию P*, такую, при которой минимальный выигрыш (при любом поведении В) обращался бы в максимум. Для этого строим нижнюю границу выигрыша при стратегии В1В2 (т.е. ломаную, выделенную штрихами), которая выражает минимальный выигрыш игрока А при любых его смешанных стратегиях. Точка М, в которой этот выигрыш достигает максимума, и определяет решение игры и цену игры.

Нетрудно убедится ,что ордината точки М - есть цена игры 

 .

Рассмотрим теперь решение игр mx2 и 2xn. Предворительно приведем без доказательства теорему теории игр о существенных стратегиях: “У любой конечной игры mxn имеется решение, в котором число существенных стратегий каждой стороны не превосходит наименьшего из чисел m и n”.

На основании этой теоремы игры mx2 и 2xn могут быть сведены к игре 2x2. Пользуясь геометрической интерпретацией, можно дать простой способ решения любой игры mx2 и 2xn.

Рассмотрим сначала игру 2xn: у нас (сторона А) - две стратегии, у противника (сторона В) - n стратегий. Как и в случае игры 2x2, из концов отрезка (0,1) восстанавливаем два перпендикуляра А1 и А2 и откладываем на них в определенном масштабе элементы платежной матрицы a1j и a2j соответственно,  
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Стратегии противника изобразятся n прямыми 
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. Затем строим нижнюю границу выигрыша и находим на ней точку М с максимальной ординатой. Эта точка позволяет найти 

и цену игры 

.

Кроме того, в т.М пересекаются линии существенных стратегий стороны В, а именно В2 и В4.
т.е. 
[image: image13.wmf],
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Для нахождения остальных компонент вектора Q*, а именно: q2 и q4 можно воспользоваться аналитическим методом решения игры 2х2 (см. выше) или графическим (строится не нижняя, а верхняя границы проигрыша).
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Таким образом игра 2x4 свелась к игре 2x2.

Решение игр mx2
Когда мы располагаем m стратегиями (как в домашней работе по моделированию б/о, которую вы будете выполнять на 3-м курсе), а противник - всего двумя, то производятся аналогичные построения, только из концов отрезка (0,1) восстанавливаются перпендикуляры В1 и В2, на которых откладываются соответственно ai1 и ai2, 
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Затем строится верхняя граница проигрыша. На границе ищется точка N с минимальной ординатой, которая и есть цена игры 

.

Кроме того, эта точка позволяет найти 

 и существенные стратегии нашей стороны, в данном случае А1 и А3. Вероятности р1 и р3 можно найти как аналитически, так и графически.

Сделаем некоторые выводы (план выполнения домашнего задания       № 7(6)).

Чтобы решить задачу в рамках теории игр, необходимо:

   1. Определить все возможные стратегии обеих, участвующих в игре сторон, составить платежную матрицу.

  2. Расчитать элементы платежной матрицы.

  3. Провести анализ матрицы на наличие в ней дублирующих и заведомо невыгодных стратегий, а также на наличие седловой точки.

  4. Если седловой точки нет, то решение игры следует искать в области смешанных стратегий.

Ниже рассмотрим более общие методы решения игры в смешанных стратегиях.

ЗАДАНИЕ НА САМОПОДГОТОВКУ
Решить следующую задачу, используя аппарат теории игр.
Предварительный анализ наисправностей некоторой СЦВМ показал, что они могут быть вызваны пятью типами основных элементов, применяемых в машине (сторона В).

Было разработано три типа тестовых задач (сторона А).

Первый тест с вероятностью P1 обнаруживает неисправности, вызванные элементами первого, второго, третьего и четвертого типов, но совершенно безразличен к неисправностям от элементов пятого типа.

Второй тест с вероятностью P2 обнаруживает неисправности, вызванные элементами первого типа и P5 - четвортого типа и совершенно безразличен к неисправностям от всех остальных элементов.

Третий тест с вероятностями P3 и P4 обнаруживает неисправности, вызванные элементами второго и пятого типов соответственно, но совершенно безразличен к остальным.

Требуется проанализировать создавшуюся ситуацию и определить, в каком процентном отношении следует употреблять эти тесты при профилактическом контроле машины, чтобы наиболее эффективно проверить ее состояние. (Найти вектор А)

Значения вероятностей:  р1=0,4; р2=0,6; р3=1,0;р4=0,8.
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из 1-го ур-ния:   
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2. СВЕДЕНИЕ ИГРОВОЙ ЗАДАЧИ К ЗАДАЧЕ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Мы рассматривали до сих пор только простые игры типа mx2, 2xn, которые могут быть весьма просто решены и допускают удобную и наглядную геометрическую интепретацию.

В общем случае решение игры mxn представляет довольно трудную задачу, причем сложность и объем вычислений резко возрастает с увеличением m и n.

Рассмотрим один из распространенных методов решения игр mxn - метод линейного программирования. Примем следующие допущения:

- каждая сторона пользуется своей оптимальной смешанной стратегией.

- элемент платежной матрицы 

.

Наша оптимальная смешанная стратегия 
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 должна обеспечить нам выигрыш не меньший 

, при любом поведении противника, и выигрыш равный 

, при его оптимальном поведении, т.е. наш средний выигрыш при любой стратегии противника Bj будет равен:
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Поделим левую и правую часть выражения (7) на 

 и обозначим  
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, тогда (7) перепишется так:

                  

             (8)

Так как нормировочное условие для стратегий стороны А имеет вид 

, то величины xi удовлетворяют условию:

                    

                       (9)

Так как мы (сторона А) хотим сделать свой гарантированный выигрыш максимально возможным, то, очевидно, должны выбрать такие составляющие рi смешанной стратегии P* (соответственно и xi), которые обеспечивают max

  и min 

.

Рассматривая 

 как целевую функцию, выражение (8) и (9) можно представить в виде задачи линейного программирования: определить минимум линейной функции m переменных x1, x2,...xm при заданных ограничениях (см. 10):
       

                           (10)

Для определения оптимальной смешанной стратегии противника 

 будет исходить из предположения, что стратегия Q* должна обеспечивать противнику проигрыш не больший 

 при любом нашем поведении и равный 

 при нашем оптимальном поведении, т.е.

        

                          (11)

Нормировочное условие для стратегий стороны В имеет вид:

          

                                      (12)

Поделим левые и правые части выражения (11) и (12) на 

 и введем обозначение 

, тогда с учетом того, что сторона В стремится минимизировать свой проигрыш, то она выберет такие компоненты qj смешанной стратегии, которые обеспечат max

 (т.е. min 

 ). Рассматривая 

 как целевую функцию, получим следующую задачу ЛП.

Определить максимум линейной функции и переменных y1, y2,...yn при заданных ограничениях (см. 13):
             

               (13)

Таким образом, игра mxn сведена к паре задач ЛП, называемых симметричными двойственными. Задача (10) получила название исходной, а задача (13) - двойственной. (В ЛП исходная и двойственная задачи записываются в несколько ином виде).

В теории ЛП доказано, что оптимальные решения пары двойственных задач обуславливают одно и то же значение целевой функции. Отсюда следует, что цена игры mxn равна (из (9) и (13)):

          

                (14)

где 

 - оптимальные решения двойственных задач (10) и (13).

Компоненты оптимальных стратегий P* и Q* определяются из соотношения:
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Для их нахождения при решении задач на ЭВМ обычно используется симплексный метод, который позволяет найти оптимальное решение.

3. ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ МАТРИЧНЫХ ИГР

Для приближенного решения матричных игр американским ученым Г.Брауном был предложен метод, суть которого заключается в моделировании способов поведения систем в конфликтной ситуации.

Рассмотрим идею метода на примере решения игры, заданной следующей платежной матрицей.

    


Решение игры методом Брауна начинается со случайного выбора стратегии одной из сторон.

Пусть сторона А выбрала стратегию А1. Выпишем элементы этой стратегии под платежной матрицей.

Строна В, минимизируя свой проигрыш, выберет стратегию В2, соответствующую минимальному элементу стратегии А1. Выписываем элементы стратегии В2 справа от матрицы.

                                                                                   Pi

  1 0 2 4   0    0    2    2     3     7   11   11    13    15    0

  4 3 2 1   3* 6*   8   11  15* 18* 21* 24*  26*  28    0,7

  1 3 5 1   3   6    11*14*15    16  17   20    25    30*  0,3

  2 0 3 0   0   0     3    3     5      5    5     5      8    11    0

  3 3 2 1   3   6     8    11 14    15  16   19    21    23    0

  1   0*     2     4

  5   3*     4     7

  9   6       6* 10

10   9*   11   11

11* 12   16   12

15   15   18   15*

19   18   20   18*

23   21* 22   21

27   24   24* 24

31   27   26* 27


0,1   0,4 0,3  0,2  qj

Сторона А находит среди элементов В2 максимальный элемент и выбирает стратегию А2, соответстующую максимальному выигрышу. Элементы стратегии А2 прибавляются к элементам стратегии А1 и записываются под матрицей.

Аналогичные интерации повторяются столько раз, сколько необходимо для решения игры с требуемой точностью.

В каждом столбце - максимальный элемент, а в каждой строке минимальный элемент помечаются звездочками.

Посчитав число отмечанных элементов в каждой стратегии сторон, получают частоту использования каждой стратегии путем деления числа отмечанных элементов стратегии на общее число итераций.

При достаточно большом числе итераций частоты стратегий сходятся к вероятностям, которые и являются оптимальными решениями матричной игры, т.е. в этом методе точность полученного решения повышается при увеличении числа итераций.

За 10 приведенных уравнений итераций получены оптимальные стратегии:
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Так как матричная игра соответствует паре двойственных задач ЛП, то метод Брауна можно использовать для решения этих задач.

При выполнении домашнего задания № 7(6) необходимо использовать улучшенный метод Брауна. Его алгоритм: 

1. Исключить несущественные стратегии (исключается стратегия А5 как несущественная по отношению к А2)

2. Находятся 
[image: image28.wmf]i

a


3. Определяется 
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4. Соответствующую 
[image: image30.wmf]a

 стратегию стороны А (в нашем примере А2) используют в качестве первой стратегии стороны А

5. В последующем, действия игроков определяются алгоритмом метода Брауна, рассмотренного выше.

За игрока А взять «Тесты» за игрока Б – «Неисправности».

Руководитель занятия

полковник запаса

Ю.Б. Васенев
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