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С.-ПЕТЕРБУРГ

ЗАНЯТИЕ 4. Сущность метода статистических испытаний. Этапы решения задач этим методом. Моделирование боевых действий и СМО методом статистических испытаний.

УЧЕБНАЯ И ВОСПИТАТЕЛЬНАЯ ЦЕЛЬ: Изучить основы метода статистического испытания. Дать практику в моделировании СМО методом статистических испытаний.

ОРГАНИЗАЦИОННО-МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ: В начале занятия довести до студентов, что они, в ходе занятия и самоподготовке, должны будут решить две задачи в составе взвода и , кроме того, в конце занятия каждый получит индивидуальное задание № 5 по моделированию СМО методом статистических испытаний.

МЕТОД ПРОВЕДЕНИЯ ЗАНЯТИЙ - групповое занятие в составе взвода.

УЧЕБНЫЕ ВОПРОСЫ:

1. Сущность МСИ. Этапы решения задач этим способом. Предельные теоремы теории вероятностей.

2. Моделирование СМО методом статистических испытаний.

МЕТОДИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ: Таблицы Лапласа. Домашнее задание № 5

1. СУЩНОСТЬ МСИ. ЭТАПЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ЭТИМ МЕТОДОМ.

ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ.

Методы теории массового обслуживания применяются для исследования функционирования широкого класса систем. Однако ее аналитический аппарат позволяет получать достаточно полные результаты для сравнительно простых случаев.

В большинстве ситуаций оценка эффективности боевых действий затрудняется тем, что их успех зависит от очень большого числа случайных и неслучайных факторов, сложным образом взаимодействующих между собой. Для этих случаев трудно получить формулы, а если их удается получить, то они оказываются чрезвычайно сложными.

В подобных случаях неоценимую пользу приносит статистическое моделирование, основанное на использовании метода статистических испытаний (МСИ) (его также называют методом Монте-Карло).

При моделировании методом статистических испытаний не требуется строгого математического описания системы; достаточно знать в общих чертах лишь алгоритм ее функционирования. Этот алгоритм может быть задан описательно и переведен в машинную программу.

Сущность метода состоит в имитации на ЭВМ случайных процессов, протекающих в реальной системе, с учетом структуры системы, связей и взаимовлияний между ее элементами. Имитация осуществляется реализацией соответствующего алгоритма.

В общем случае можно выделить три основных этапа решения задач методом статистических испытаний :

1. Построение математической модели и моделирующего алгоритма системы;

2. Формирование случайных величин с заданным законом распределения вероятностей;

3. Статистическая обработка и оценка результатов моделирования.

(1). Продемонстрируем построение математической (статистической) модели и моделирующего алгоритма на следующем примере, решение которого достаточно эффективно можно осуществить МСИ:

Определить вероятность победы m противотанковых орудий над n атакующими танками (Pпоб.ор=?)и сколько орудий сохраниться к концу боя, если известны вероятность поражения атакующего танка при одном выстреле орудия Pор=f(ℓ) и вероятность поражения орудия танком 
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. Известны средние скорострельности орудий 
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 EMBED Equation.2  
 и ℓ - текущее расстояние между орудиями и атакующими танками.

Ход решения:

1. Разобьем бой на k шагов и найдем:
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2. Моделируем стрельбу на каждом j-м шаге и определяем сколько единиц сохранит каждая сторона на этом шаге; переходим к следующему шагу и т.д. Фиксируем конец боя.

Таким образом разыгрываем N боев. Подсчитываем сколько боев выиграли орудия L0   и фиксируем число сохранившихся орудий в i-м бою       mi кон.
3. Находим чистоту победы орудий: 
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; эту величину с определенной погрешностью можно принять за вероятность победы орудий над атакующими танками Pпоб.ор.

4. Находим среднее количество сохранившихся орудий к концу боя
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где mi кон - число сохранившихся орудий в конце i- го боя.

(2). Для решения этого и подобных примеров (задач), как отмечено выше, необходимы случайные величины. Для их получения в настоящее время, как правило используются специальные компьютерные программы - генераторы случайных последовательностей; чаще их называют датчиками случайных чисел. Существует большое количество методов моделирования случайных величин. Основные из них изложены в [(].

Имея быстродействующий датчик случайных чисел (ДСЧ) можно в принципе для любого сложного опыта составить алгоритм статистических испытаний состоящих из последовательности единичных жребиев, чередующихся с расчетами, которые позволяют определять условия применения последующих единичных жребиев по результатам предыдущих или определять значения искомых характеристик (критериев эффективности) по результатам жребиев (в конце испытаний).

Обычно ДС4 выдают случайные числа, распределенные по нормальному закону.

Для преподавателя: раздать таблицы Лапласа и описание нормального закона распределения.

(3). Статистическая обработка и оценка точности результатов моделирования основывается на предельных теоремах теории вероятностей:

а) теорема Я.Бернулли : при неограниченном увеличении числа независимых испытаний N частота q наступления случайного события сходится по вероятности к вероятности p этого события, т.е. 
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где ε - сколь угодно малое положительное число.

б) теорема Л.Чебышева : при неограниченном увеличении числа испытаний N среднее арифметическое значение 

 случайной величины Y сходится по вероятности к математическому ожиданию

 этой величины, т.е.
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Остановимся сначала на теореме Л.Чебышева.

Отклонение величины 

 от искомого математического ожидания 

 - ε ошибка метода .

Величина удовлетворяющая неравенству
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называется точностью оценки. 

Из теоремы Чебышева следует, что ошибка метода может быть оценена лишь вероятностно с определенной достоверностью.

Обозначим через 
[image: image11.wmf]a

 вероятность того, что выполняется неравенство (3)
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Вероятность 

 характеризует степень достоверности оценки, т.е. ее надежность. Это означает, что с  надежностью 

 можно быть уверенным, что среднее арифметическое значение не выйдет за пределы интервала  
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 - достоверных границ. Вероятность

 называют доверительной вероятностью. 
Из теории вероятностей известно, что при нормальном законе распределения:   

                         (4)
где Ф(t) - функция Лапласа(( (интеграл вероятностей). При этом в (3) полагаем  
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где   t - аргумент функции Лапласа.

      Gy - среднее квадратичное отклонение величины Y.

Задаваясь доверительной вероятностью 

 из уравнения (4) с помощью таблиц функции Лапласа, находят численное значение 

. Далее, подставляя величину t в выражение (5) получают формулу для нахождения числа испытаний N.

         

                                           (6)

Величину Gy  необходимую для получения N находят следующим образом: задаются некоторым достаточно большим значением 

 и находят приближенное значение (статистическую оценку) дисперсии 
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Затем эту величину подставляют в формулу (6) и находят уточненное значение N’, и так до тех пор, пока 
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 практически перестанет зависеть от N. Таким образом достигаемая точность может быть хорошо оценена только в процессе моделирования.

Из формулы (5) вытекает, что ошибка метода статистических испытаний обратно пропорциональна 
[image: image18.wmf]N

. Следовательно, чтобы уменьшить ошибку в 10 раз (т.е. чтобы получить в ответе еще один верный знак) нужно увеличить число испытаний N в 100 раз.

Метод наиболее эффективен при решении задач, в которых результат нужен с точностью 5-10%.

Задача на СП :
Произведено 400 (350, 450, 500, 600) реализаций, в каждой из которых получено значение yi  случайной величины Y.

Среднее арифметическое наблюдаемых значений 

 (2,1; 2,25; 2,3; 3,4), а дисперсия 

=0,18 (0,19; 0,175; 0,17; 0,16).

Определить: 1) максимальную практически возможную ошибку ε, которая может быть допущена, если принять математическое ожидание величины Y равным my=2,2 (2,1; 2,25; 2,3; 3,4) с надежностью 

=0,9955 (0,9950; 0,9953; 0,957; 0,960) и 2) сколько нужно сделать реализаций N, чтобы эта ошибка на превосходила 0,016 (0,017; 0,0165; 0,018; 0,185).

Ответ к 1 варианту:

Порядок решения: при 
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 (из таб. Лапласа)
           1) 
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,

0

400

18

,

0

01

,

2

=

×

=

=

N

t

y

s

e

            (из формулы 5)
           2) 
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          (из формулы 6)
Вернемся теперь к теореме Я.Бернулли, которая используется при моделировании событий А, вероятность которого в каждом из N независимых испытаний равна Р.

Введем величину:
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- Количество испытаний, в которых событие А произошло

         N - общее число испытаний.

  

 - частоты появления события А.

         P - вероятность появления события А.

Определим математическое ожидание частоты q:

              


Так как МОЖ 

произведение случайной величины на вероятность ее появления, то:
        


Можно показать, что значение средне квадратического отклонения Gy равно:
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Доверительные границы принимаются равными (см. (5))
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отсюда   
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где t находится из условия (4).

Задание на СП : 
Вероятность появления события А  PA=0,8 (0,7). Определить число испытаний N, чтобы с надежностью 

(0,99) найденная на опыте частота отличалась от вероятности не более, чем на ε=0,01.

(Для преподавателя ответ: N=6400

     Ход решения:

По таблице Лапласа по 

 находим t=2; по (9) определяем

                         

 

2. МОДЕЛИРОВАНИЕ СМО МЕТОДОМ СТАТИСТИЧЕСКИХ ИСПЫТАНИЙ
Применение метода статистических испытаний для моделирования процесса функционирования СМО рассмотрим на конкретном примере системы с отказами.

Для преподавателя: выдача домашнего задания № 5.

Поток заявок представляет собой простейший поток. Интервал времени t между двумя заявками, есть случайная величина, распределенная по экспоненциальному закону. В этом случае вероятность того, что за время t заявка не появится, определяется, в соответствии с законом распределения Пуассона 
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 при k=0, выражением:
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отсюда:  

                                                 (10)

Для моделирования t будем случайным образом получать на каждом i-ом шаге, величину Вi стоящую под знаком ln из таблицы В и по формуле (10) расчитывать значение t, т.е. формулу (10) следует преобразовать к виду:

         

                                                          (11)

Кроме интервала времени между заявками ti, необходимо моделировать и время обслуживания заявок в каналах. Будем считать, что время время обслуживания i-й заявки является случайной величиной, равномерно распределенной в интервале (а,в), тогда
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Аi выбирается из таблицы А

(Аi, Bi - равномерно распределенная случайная величина в интервале (0,1)).

Так как рассматривается простейший поток, который является ординарным, т.е. в этот момент времени не может произойти два и более событий, то моменты наступления событий будем определять по формуле:
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(13)
Используя величины, определяемые формулами (11-13) можно смоделировать работу СМО с отказами на интервале от 0 до Т.

Особенности выполнения домашнего задания № 6
Моделируем лишь один шаг (вместо N).
Значения величин, полученные на первом шаге принимаются условно равными результатам, полученным при N испытаниях и используются для получения показателей эффективности СМО, указанных в условиях задачи.

Для нахождения α, необходимо предварительно рассчитать среднее время обслуживания заявки 
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Отчет должен содержать расчетные формулы, схему 3 канальной СМО с отказами, ее граф состояний, схему загруженности каналов вида:









канал n1  (временная ось)







n2








n3








необслуженные заявки
                  5з                                  T            (конец времени моделирования)
Результаты расчета, представить в виде таблицы:
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После расчетов, в конце работы в виде заключения привести результаты выполнения домашнего задания № 6.
если на i-ом испытании событие А произошло





в противном случае





  2з          6з





1з          4з





3з








( Ю.А. Сушков, Моделирование больших систем, учебное пособие изд. ЛГУ


(( В некоторых справочниках под тем же названием  приводятся таблица � EMBED Equation.2  ��� или � EMBED Equation.2  ���. Это необходимо учитывать при расчетах
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