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МЕТОДИЧЕСКАЯ РАЗРАБОТКА

по СД-3

Тема 3: Методы исследования операций для решения задач управления

Занятие 3: СМО с конечной очередью, СМО с отказами. Особенности применения модели массового обслуживания. Решение задач

Цель: Научить строить математические модели СМО различных типов.

Время: 2 часа

Метод: практическое с п/взводом

Место: аудитория

Материальное обеспечение: индивидуальные задания № 3,4
Литература: Управление в системах РАВ, часть 1, Л., 1980 стр.

Учебные вопросы и расчет времени:

Вводная часть
10 мин

1. СМО конечной очередью
15 мин

2. СМО с отказами. Формулы Эрланга
35 мин

3. Чистая СМО с ожиданием
55 мин

Заключительная часть
5 мин

1. СМО  С КОНЕЧНОЙ ОЧЕРЕДЬЮ
Введем обозначения:

k - число заявок, находящихся в системе;

n - число обслуживающих приборов (каналов);

m - длина очереди.

В СМО с конечной очередью заявка может находится в одном из 3-х положений.

- немедленно быть принятой на обслуживание, если в системе в данный момент находится k заявок k<n;

- поставленной в очередь, если 

;

- получившей отказ и покинувшей систему, если k=n+m.

Следовательно, в любой момент времени система может находится в одном из n+m+1 состояний  
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Увеличение числа заявок в системе происходит только под воздействием потока заявок интенсивности 

, а уменьшение - только в результате завершения обслуживания одной из заявок, т.е.
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(i  занятых приборов порождает поток обслуженных заявок интенсивности 

, максимальная интенсивность обслуживания СМО 

.

В частности, размеченный граф состояний СМО с конечной очередью для n=3 и m=1 будет выглядеть так:
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С учетом (13) для 

 произведение из (12) для выражения P0 преобразуется следующим образом:






 - среднее необходимое число обслуживающих приборов;

а для k>n с учетом последнего равенства и уравнения (13)
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 - номинальный коэффициент загрузки приборов.

С учетом преобразованных произведений и формулы (12) для определения P0 , полагая N=n+m, находим:

 

                           (14)

а из формулы (16) для определения Pj находим:



                для k 

n                          (15)



   

    для k>n            (16)

На основании формул  (14)-(16) определяются основные показатели эффективности системы:

1. Вероятность отказа в обслуживании - это вероятность того, что в СМО имеется n+m заявок из (16) при k=n+m, т.е. 
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Зная Pотк , по ранее приведенным формулам можно вычислить относительную пропускную способность системы 
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, абсолютную пропускную способность Q=q, среднее число занятых приборов 
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, коэффициент их загрузки 
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2. Вероятность того, что поступившая в систему заявка застанет все каналы занятыми (т.е. не будет немедленно принята на обслуживание и встанет в очередь).
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3. Средняя длина очереди L определяется как математическое ожидание числа заявок, находящихся в очереди, т.е.:




где  
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  - вероятность того, что в очереди находится r заявок.

После преобразований (вывод предлагется провести самостоятельно) получаем:



                         (19)

4. Среднее время ожидания, после преобразований будет иметь вид:
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т.е. равно произведению среднего числа заявок в очереди на среднюю длительность интервала между заявками.

Используются и другие показатели эффективности. Все они не зависят от конкретных значений 

 и 

 , а только от их соотношений 

.

2. СМО С ОТКАЗАМИ. ФОРМУЛЫ ЭРЛАНГА
Рассмотрим одну из первых по времени “классических” теории массового обслуживания. Эта задача возникла из практических нужд телефонии и была решена в начале прошлого века датским математиком Эрлангом. Задача ставится так: имеется n каналов, на которые поступает поток заявок с интенсивностью 

. Поток обслуживаний имеет интенсивность 

. Найти  вероятности состояний системы МО, а также характеристики ее эффективности, т.е. показатели эффективности.

СМО с отказами является частным случаем СМО с конечной очередью при m=0. Полагая в уравнениях (14)-(17) m=0, найдем показатели эффективности СМО с отказами:

- вероятность простоя всех обслуживающих приборов с учетом того, 

  что 
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 на основании выражения (14) получается:
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- вероятнось того, что в системе находится K заявок, определяем из формулы (20) для 
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- вероятность отказа в обслуживании из выражения (22):
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- относительная и абсолютная пропускная способность системы и среднее число занятых приборов, коэффициент загрузки:
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Зависимости (26)-(28)  были впервые получены датским инженером А.К.Эрлангом и поэтому известны как формулы Эрланга.

Русский ученый Б.А.Севастьянов доказал, что формулы А.К.Эрланга для установившегося режима работы справедливы при любом распределении времени обслуживания, но при конечном и постоянном значении его математического ожидания. Это позволяет использовать соотношения (21)-(23) для решения широкого класса практических задач.

ПРИМЕР: Для уничтожения обнаруживаемых целей целей противника выделено два подразделения. Поток заявок на уничтожение целей - простейший, с интенсивностью - 

=0,5 цели/час. Среднее время от момента начала открытия огня по цели до момента готовности подразделения к открытию огня по новой цели равно двум часам.

Определить эффективность системы, состоящей из двух подразделений, если огонь по цели должен быть открыт немедленно после ее обнаружения.

РЕШЕНИЕ: Анализ системы показывает, что данная система - СМО с отказами, параметры которой:

n=2,

=0.5 цели/час, tобсл = 2 часа,  
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                                    (из 21)
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Относительная и абсолютная пропускная способность



                                              (из 24) 

Среднее число занятых подразделений: Nз=αq=0.8

Т.е. коэффициент загрузки подразделений:

Kз=Nз / n=0.4=40%

Таким образом, в среднем каждые из 4 цели из 5 уничтожаются.

Следует отметить, что при решении практических задач необходимо учитывать, может ли система перейти в стационарный режим работы. Исследования показали, что при определении пропускной способности СМО с отказами для процессов продолжительностью (3-4) 1/

 можно с достаточной точностью использовать характеристики стационарного режима. В нашем примере, полученные результаты можно использовать, если время функционирования системы  не меньше 6-8 часов.

Для преподавателя: выдать домашнее задание № 4.

3. ЧИСТАЯ СМО С ОЖИДАНИЕМ

Чистая СМО с ожиданием характаризуется тем, что любая заявка, поступившая в систему,  будет обслужена, т.е.  Pотк=0. Вероятности состояния для такой СМО получают из формул (14)-(16), в результате предельного перехода при 

. Тогда формула (14) для P0 будет иметь вид:



                                       (25)

Так как последняя сумма 

 в этой формуле сходится только при 

, то в данном случае (

) стационарный режим имеет место только при 

. В противном случае, если 

, очередь неограниченно возрастает.

В формуле (25) сумма 

 , т.к. это есть сумма членов безконечно убывающей геометрической прогрессии со знаменателем 

 и первым членом прогрессии так же  

.

Справка:
Геометрическая прогрессия

а1  - первый член прогрессии

q – знаменатель прогрессии
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Учитывая также, что 

, формулу (25) перепишим таким образом:
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Вероятности состояний системы Pк расчитываются по формулам (15),(16), для которых Pо вычисляется по формулам (26).

Определим основные показатели эффективности системы:

- так как каждая заявка рано или поздно будет обслужена, то относительная  и абсолютная пропускная способность системы определяется выражениями:
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- вероятность Pож того, что поступившая заявка застанет все каналы занятыми, находим из формулы (18).
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подставляя Pо из формулы (26) получим:
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- среднее число занятых каналов и коэффициент загрузки:



                                     (29)

- средняя длина очереди определяется из формулы (19) при 

 с учетом формулы (28).
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- среднее время ожиданий:
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- вероятность пребывания заявки в очереди более t ед.времени:
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Задание на самоподготовку:

З а д а ч а: На ПТО оборудованы две линии по обслуживанию техники. Время обслуживания одной единицы техники распределено по показательному закону со средним значением tоб равно 2 часа.

 а) с целью уменьшения ущерба от возможных ударов противника число единиц техники, одновременно находящихся на ПТО не должно превышать 4-х единиц. Для обслуживания на ПТО поступает по одной единицы техники в два часа. Определить показатели эффективности работы ПТО.

б) определить показатели эффективности работы ПТО, если ограничения на число боевых машин, находящихся одновременно на ПТО, не накладывается.

(Для преподавателя:

А) СМО с конечной очередью

n=2, m=2, 

=0.5 ед/час, 

=0.5 ед/час, 

=1, 

=0.5

P0=0.348,  Pотк=0.044, q=0.956, Q=

, q=0.478
Qнам=n

=1, Nз=αq=0.956

т.е. практически один канал занят нерперывно.

Kз=ρq=0.478, 47.8%

Средняя длина очереди формулы
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Здесь достаточно высокая эффективность обслуживания заявок (Pотк=0.044) достигнута за счет осуществления недогрузки линии.

Б) СМО с ожиданием:

Pо=1/3,  q=1, Q=0.5, Nз=1, Kз=50%, Pож=1/3, L=0.33, tож=0.66

Таким образом в случае Б каждая третья машина в среднем ожидает обслуживания. Среднее время ожидания по сравнению со случаем конечной очереди увеличилось почти в два раза).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотренные модели массового обслуживания находят широкое применение при исследовании различных систем военного назначения, в том числе при анализе и синтезе АСУВ.

При решении прикладных задач необходимо прежде всего определить, насколько допущения и ограничения, принятые при разработке математических моделей СМО, приемлема для реальной системы и каким образом ее специфические особенности можно учесть в такой модели.

Основным допущением при разработке моделей СМО, было предположение о том, что все потоки событий являются простейшими.

Надо иметь ввиду, что простейший поток заявок ставит СМО в наиболее тяжелые условия. И.Н.Коваленко показал, что система, расчитанная на обслуживание простейшего потока, будет обслуживать любой другой одинаковой интенсивностью более надежно.

При решении прикладных задач всегда необходимо учитывать возможность использования результатов исследования стационарного режима для оценки эффективности системы на конечных интервалах времени. Характеристики стационарного режима с достаточной для практики точностью можно использовать для процессов длительностью  

(3-4)/

.

При простейшем потоке заявок показатели эффективности СМО с отказом и ограничением времени ожидания практически не зависят от вида закона распределения времени обслуживания, а определяются его средним значением. Показатель эффективности реальной СМО при простейшем потокезаявок не хуже значений этих показателей, вычмсленных в предположени об экспоненциальном времени обслуживания.

При этих допущениях можно получить аналитическую модель системы и на основе ее исследования найти ее оптимальные параметры.

Простая модель позволяет разобраться в основных закономерностях явления, наметить ориентиры для построения статистической модели системы, позволяющей учесть те реальные особенности системы, которые трудно (или невозможно) учесть при аналитическом исследовании.

Сочетание простых аналитических моделей и статистического моделирования вероятностных систем на ЭВМ - один из основных методов современного научного исследования.
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