ЗАНЯТИЕ 5. Теория игр. Основные понятия и определения. Нижняя и верхняя цены игр. Принцип минимакса. Решение игр с седловой точкой. Смешанные стратегии.

УЧЕБНАЯ И ВОСПИТАТЕЛЬНАЯ ЦЕЛЬ:

ОРГАНИЗАЦИОННО-МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ: 

МЕТОД ПРОВЕДЕНИЯ ЗАНЯТИЙ - групповое занятие в составе взвода.

УЧЕБНЫЕ ВОПРОСЫ:

1. Теория игр. Основные понятия и определения

2. Нижняя и верхняя цены игры. Принцип минимакса. Решение игр с Седловой точкой.
3. Смешанные стратегии.

МЕТОДИЧЕСКОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ: 

1. ТЕОРИЯ ИГР. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Принятие решения в конфликтной ситуации проводится в условия неопределенности, которая заключается в том, все или некоторые параметры представляют собой случайные величины.

С точки зрения системного анализа управляемая система функционирует в некоторой среде, представляющей собой совокупность систем, связанной с управляемой системой. Среда является источником неопределенности в процессе принятия решения. Следует различать два источника неопределенности - осмысленные действия систем, входящих в среду управления системы; бессознательные действия окружающей Среды, случайным образом изменяющие параметры управляемой системы.

Теория игр помогает оценить проблемы выбора действий в конфликтной ситуации с количественной точки зрения, давая ответ на два основных вопроса: как действовать и каков ожидаемый результат.

В процессе планирования, организации и проведения боевых действий войск необходимо учитывать, что противоборствующие стороны преследуют противоположные цели.  При этом в процессе принятия решения имеет место неопределенность, обусловленная тем. что нам заранее не известны контрмеры противника, предпринимаемые им в ответ на те или иные наши действия.

Принятие оптимальных решений в условиях некоторых видов неопределенностей (конфликтные ситуации), рассматривается в рамках теории игр. Игрой называется упрощенная формализированная модель реальной конфликтной ситуации.

Игра считается заданной, если выполнены следующие условия:

1) имеется несколько систем (сторон), цели которых не совпадают;

2) заданы правила, определяющие выбор допустимых стратегий, известные системам (сторонам);

3) существует набор конечных состояний, которыми заканчивается игра;

4) заранее определены и известны всем системам количественные показатели каждого возможного конечного состояния.

В теории игр приняты следующие понятия и определения.

Стратегия стороны (игрока) - это один из предусмотренных игрой вариантов действия стороны (игрока).

Игра называется парной, если число участвующих в ней систем (сторон) равно двум. Если число систем больше двух, то игра сводится к парной благодаря возникновению каолиций между группами систем.

Игра называется конечной, если число стратегий у каждой системы (стороны) является конечным. Если хотя бы у одного игрока имеется бесконечное число страьегий - игра называется бесконечной.

Игра называется игрой с нулевой суммой, если выигрыш одной системы равен проигрошу второй. В противном случае имеет место игра с нулевой суммой.

Другие понятия будут введены в ходе изложения материала.

Мы будем рассматривать парные конечные игры с ненулевой суммой. Математическая модель такой игры представляет собой так называемую платежную матрицу (матрицу игры) 

 размера m x n, где

m - число стратегий стороны А (у нас)

      n  - число стратегий стороны В (у противника)
	Ai     Bj
	    B1
	    B2
	Bj ... Bn
	αi

	    A1
	    a11
	    a12
	  ... a1n
	α1

	    A2
	    a21
	    a22
	  ... a2n
	α2

	      *

 Ai *

      *

    Am
	      *

      *

      *

     am1
	      *

      *

      *

     am2
	  *

  aij...ajn
  *

  amj...amn

	.

.

.

αm

	    βj
	     β1
	     β2 …
	……..βn
	


В этих матрицах в качестве ее элементов aij , принято записывать выигрыш игрока, выбирающего строки, т.е. игрока А, если он применяет  стратегию Аi, а игрок В использует стратегию Вj .

Для парной, конечной игры с нулевой суммой, также справедливо утверждение, что элементом aij  является проигрыш игрока B.
Если каждая из сторон выбирает по определенному закону с вероятностью = 1 некоторую стратегию, то решение игры будет в области чистых стратегий . Оптимальное решение игры соответствует максимально возможному выигрышу стороны А. В этом случае решение игры заключается в нахождении оптимальных чистых стратегий.

2. НИЖНЯЯ И ВЕРХНЯЯ ЦЕНЫ ИГРЫ. ПРИНЦИП МИНИМАКСА. РЕШЕНИЕ ИГР С СЕДЛОВОЙ ТОЧКОЙ
При выборе оптимальной чистой стратегии за основу берется предположение, что противник (сторона В) является разумным и все делает, чтобы помешать нашему выигрышу (сторона А). Поэтому следует выбирать свое поведение так, чтобы оно было расчитано на наихудший для нас образ действия противника.

В этих условиях наша цель заключается в том, чтобы получить наверняка как можно больший выигрыш перед лицом искусного противника, который преследует противоположные цели, т.е. здесь не учитываются элементы риска, возможные ошибки и просчеты противника.

Пусть сторона А выбрала стратегию Аi. Так как сторона B стремится минимизировать свой проигрыш, то она выберет стратегию Вj , при которой выигрыш стороны А минимален, т.е.
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Естественно, что действуя осторожно и расчитывая на разумного противника, мы (сторона А) должны все же остановится на той стратегии Аi , при которой наш минимальный выигрыш будет максимален.

          

                                   (1)



 называется нижней ценой игры (или максимином) и представляет собой гарантированный выигрыш стороны А. Стратегия, обеспечивающая стороне А получение 

 называется максиминной. Очевидно, если мы будем придерживаться максиминной стратегии, то нам при любом поведении противника гарантирован выигрыш, во всяком случае не меньше 

. Поэтому 

 и называют нижней ценой игры.

Теперь порассуждаем за сторону В. 

Пусть сторона В выбрала свою стратегию Вj. Т.к. сторона А хочет максимизировать свой выигрыш, то она выберет стратегию Аi, при которой проигрыш стороны В будет максимальный, т.е. 

       

                


Чтобы обеспечить себе минимальный проигрыш сторона В должна выбрать такую стратегию Вj, 

, при которой ее максимальный проигрыш минимален:
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(2)



 называется верхней ценой игры (или минимаксом), а соответствующая проигрышу 

 стратегия стороны В - минимаксной.
Придерживаясь своей наиболее осторожной минимаксной стратегии, противник гарантирует себе следующее: чтобы мы ни предприняли против него, он во всяком случае проигрывает сумму не большую, чем 

.

Принцип осторожности, диктующий игрокам выбор соответствующих стратегий (максиминной и минимаксной) в теории игр называют принципом минимакса, а сами эти стратегии, в общем - минимаксными.

Термин “игра” - исторический. Теория игр была разработана на базе изучения закономерностей, присущей играм в карты, домино, шашки, шахматы и др.игры. В частности Елена Сергеевна Ветцель приводит в качестве примера такую игру:

Пример 1. Игроки А и В одновременно и независимо друг от друга записывают каждый одно из трех чисел : 1,2 или 3. Если сумма написанных чисел четная, то В платит А эту сумму в рублях, т.е. выиграл игрок А; если она нечетная, то наоборот, А платит В эту сумму.

Проанализируем данную игру и составим для нее платежную матрицу:

   У стороны А три категории:

       А1 - писать 1

       А2 - писать 2

       А3 - писать 3

   У стороны В теже три стратегии. Таким образом, игра представляет собой игру 3x3 со следующей матрицей:

	
	В1
	В2
	В3
	αi

	   A1
	     2
	     -3
	    4
	 -3

	   A2
	    -3
	      4
	   -5
	 -5

	   A3
	     4
	     -5
	    6
	 -5

	    


	     4
	      4
	    6
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Справа и снизу матрицы приведены соответственно значения 

и 

.

Из этого следует, что наша максиминная стратегия есть А1; применяя ее систематически, мы можем твердо расчитыать выиграть не менее - 3 (проиграть не более 3).

Минимаксная стратегия противника есть любая из стратегий В1 и В2; применяя их систематически он во всяком случае может гарантировать, что проиграет не более 4.

Минимаксные стратегии обладают свойством неустойчивости, которое заключается в изменении цены игры, если стороны отклоняются от своих оптимальных стратегий. В рассматриваемом примере, если мы отступим от своей максиминной стратегии (например, выберем стратегию А2), противник может “наказать” нас за это, применив стратегию В3 и своей минимаксной стратегии может увеличить его проигрыш до 6.

Таким образом, положение, при котором оба игрока пользуются своими минимаксными стратегиями, является неустойчивым и может быть нарушено поступившими разведданными о стратегии противной стороны.

Однако существуют некоторые игры, для которых минимаксные стратегии являются устойчивыми. Это игры, для которых

                      


[image: image4.wmf]
Общее значение 

 и 

 называется чистой ценой игры или просто ценой игры и обозначается буквой 

.

Элемент матрицы, являющийся одновременно минимальным в своей строке и максимальным в своем столбце называется седловой точкой матрицы, а сама игра - игрой с седловой точкой.

Седловой точке соответствует пара минимаксных стратегий. Эти стратегии являются оптимальными и их совокупность есть решение игры.
Свойство устойчивости при таком решении проявляется в том, что для любого игрока,, допустившего отклонение от него, это никогда не может оказаться выгодным.

Покажем это на следущей платежной матрице:  

	  Ai \ Bj
	   B1
	   B2
	  B3
	

 

	      A1
	     8
	    4
	    3
	 3

	      A2
	     7
	    6
	    8
	 6

	      A3
	     7
	    2
	    4
	 2

	   


	     8
	    6
	    8
	


Здесь: 

; седловая точка а22. 

Седловой точке соответствует пара минимаксных, чистых стратегий А2В2, которые являются оптимальными.

В самом деле, если сторона А будет применять только свою оптимальную стратегию А2, а сторона В попытается отойти от своей оптимальной стратегии В2, то ей это принесет только увеличение проигрыша (до 7 при В1 и до 8 при В3).

Если же сторона В будет придерживаться только стратегии В2, а сторона А попытается применить мтратегии А1 или А3, то ее выигрыш понизится соответственно до 4 или 2.

Таким образом, в случаях игры с седловой точкой, наличие у любого игрока разведданных о том, что противник избрал свою оптимальную стратегию, не может изменить собственного поведения игрока. Если он не хочет действовать против своих же интересов, он должен придерживаться своей опттимальной стратегии.

Класс игр, имеющих седловую точку, представляет большой интерес как с теоретической, так и с практической точки зрения.

3. СМЕШАННЫЕ СТРАТЕГИИ

Среди игр, имеющих практическое значение, к сожалению, сравнительно редко встречаются игры с седловой точкой; более типичным является случай, когда нижняя и верхняя цена игры различны, т.е. как в первом, рассмотренном нами примере 

. Если в такой игре каждая сторона не располагает информацией о намерениях другой стороны и игра проводится один раз, то каждая сторона может выбрать свою стратегию, пользуясь принципом минимакса. Например, в примере - 1, нижняя цена игры 

, а верхняя 

, т.е. используя минимаксную стартегию, игрок А гарантирует себе проигрыш не больше 3. Вместе с тем, при определенных обстоятельствах он бы мог выиграть 4. Таким образом, фактический результат игры (цена игры) лежит в пределах

         

                (3)

Возникает вопрос, а нельзя ли гарантировать себе больший выигрыш при многократном повторении игры, если применять не одну единственную “чистую” стратегию, а чередовать случайным образом несколько стратегий

Оказывается можно, так как формула (3) показывает, что выигрыш стороны А при минимаксной ее стратегии 

, лишь частный случай более общего случая 

, когда используется чередование применяемых стратегий случейным образом.

Аналогично, для противника в случае чередования им своих стратегий 

, следовательно и ему выгодно применять не одну “чистую” стратегию, а случайным образом чередовать несколько.

Случай здесь играет роль “дымовой завесы”, не позволяющей противнику действовать наверняка.

Такая последовательность стратегий, чередующихся по случайному закону с определенным соотношением частот вероятностей, в теории игр называется смешанными стратегиями.

Смешанную стратегию стороны А будем описывать m-мерным вектором
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а стороны В - n-мерным вектором

               


где 
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 - вероятности использования стратегий соответственно 

.

Очевидно, что компоненты векторов P и Q должны удовлетворять соотношениям:

       

 ; 

 ; 

 ; 

         (4)

Таким образом смешанную стратегию следует рассматривать как комбинированную стратегию, управляющую выбором стратегий стороны А или В.

В оптимальные смешанные стратегии игроков (будем обозначать их соответственно P*, Q*) не обязательно должны входить все их стратегии. В общем случае в них входят только некоторые - активные или существенные (полезные) стратегии. Стратегия называется существенной, если вероятность ее использования в смешанной стратегии больше 0. В противном случае стратегия называется несущественной.
От несущественных стратегий следует освобождать платежную матрицу, т.к. они усложняют поиск решения игры.

Для выявления несущественных стратегий попарно сравнивают строки и столбцы платежной матрицы.

Если элементы i - строки не меньше соответствующих элементов k -строки, а хотя бы один из элементов i - строки больше соответствующего элемента k - строки, то стратегия Аi доминирует над стратегией Аk; поэтому Аk несущественна и может быть исключена из платежной матрицы.

Подобные рассуждения могут быть проведены и в отношении столбцов. Не следует только забывать, что сторона В хочет минимизировать свой проигрыш. 
Кроме того, в платежной матрице могут существовать одинаковые столбцы или строки, т.е. дублирующие стратегии, из которых следует составлять только одну.

Выявим несущественные стратегии в следующей платежной матрице:
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Здесь стратегия А1 дублирует А3, кроме того стратегия А3 доминирует над А2. Поэтому существенными стратегиями стороны А являются А3 и А4.

В полученой матрице стратегия В4 доминирует над стратегией В3, которую считаем несущественной. Окончательно платежная матрица примет вид:
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дублирует А3


А3  доминирует над А2
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