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МЕТОДИЧЕСКАЯ РАЗРАБОТКА

по СД-3 (для студентов математико-механического факультета)
Тема занятия: Марковские процессы. Уравнение Колмогорова для вероятностей состояний.

Цель: научить составлять уравнение Колмогорова для вероятностей состояний

Время: 2 часа.

Метод: лекция.

Место: аудитория.

Материальное обеспечение: методическая разработка, индивидуальные задания №5, №6.

Литература: 1. Вентцель Е.С. Исследование операций. М., “Советское радио”,  1972, 552 с.

Задание на самоподговку: изучить материал занятия.

Учебные вопросы и расчет времени:

Вводная часть







- 5 мин.

1. Марковские процессы






- 30 мин.

2. Уравнение Колмогорова для вероятностей состояний
- 50 мин.

Заключительная часть






- 5 мин.

1. МАРКОВСКИЕ ПРОЦЕССЫ

Процессы боевых действий и их обеспечения практически все являются случайными. Протекание и исход этих процессов зависят от воздействия большого числа случайных факторов. Учет таких факторов является обязательным в частности, при исследовании процессов боевого применения,  эксплуатации, ремонта, разработки АСУВ и т.п.

Случайным процессом X(t) называется процесс, значение которого при любом фиксированном t=tк является случайной величиной x(tk).

Примеры: процесс функционирования ЭЦВМ, процесс наведения на цель управляемой ракеты и т.п. Такие процессы можно рассматривать как возможные переходы системы из одного состояния Sk в другое Sk+1.
Совокупность функциональных соотношений и логических условий, позволяющих вычислить значение вероятностей Pk(t) для k=0…N, и представляет собой вероятностную модель системы (здесь Pk(t) – вероятность нахождения системы в состоянии Sk).

Многие системы (операции), которые приходится анализировать под углом зрения выбора оптимального решения, развиваются как временные случайные процессы, на ход и исход которых влияет непредсказуемый комплекс случайных факторов. Количественная оценка эффективности таких систем (операций), как правило, выполняется на основе их вероятностных математических моделей.
Во многих случаях не удается построить достаточно простую математическую модель, позволяющую в явном (аналитическом) виде определить те или иные показатели эффективности систем (операции). Однако в некоторых особых случаях такую математическую модель построить удается. Последнее имеет место тогда, когда исследуемый процесс представляет собой (точно или приближенно) так называемый марковский случайный процесс.

Марковским-случайный процесс назван в честь русского математика Андрея Андреевича Маркова ( 1856-1922 г.р.), разработавшего теорию и изучившего закономерности протекания случайных эргодических процессов.

Понятие о марковских цепях и графах состояния

Марковским называют такой случайный процесс, протекающий в системе, при котором для каждого момента времени поведение системы в будущем зависит только от состояния системы в данный момент времени и не зависит от того, каким образом система пришла в это состояние. Такой процесс называют также процессом без последствий или говорят, что процесс обладает марковскими свойствами.

Можно назвать следующие примеры случайных марковских процессов:

· процесс отражения авиационного налета;

· последовательное нанесение ударов по одиночной и групповой цели;

· процесс функционирования ЭВМ в системе командного пункта;

· процесс выполнения плана на строительстве военного объекта и т.д.

Классификация МП

Марковский процесс, как обычный случайный процесс, можно классифицировать по состоянию и по времени, как дискретный и непрерывный для обоих факторов.

Мы рассмотрим марковские процессы с дискретными состояниями, которые представляют собой последовательность (цепь) случайных событий и носят название случайных марковских цепей.

В зависимости от того, как меняются состояния системы во времени, различают следующие марковские цепи:

1. с дискретным временем (дискретные марковские цепи);

2. с непрерывным временем (непрерывные марковские цепи).

(1). В дискретных марковских цепях смена состояний системы происходит в строго фиксированные моменты времени, в непрерывных - временной интервал, через который происходит смена состояний системы является случайной величиной.

Дискретная марковская цепь задается вероятностями переходов системы из одного состояния в другое Pij(t), каждая из которых представляет собой условную вероятность перехода из состояния Si в состояние Sj за один шаг, т.е. Pij
[image: image1.wmf]¹

P(Sj/Si).

Вероятности Pij определенные для всех возможных состояний составляют матрицу переходных вероятностей 
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(2). В непрерывных марковских цепях, в отличии от дискретных, время перехода системы из одного дискретного состояния в другое - есть непрерывная случайная величина. Поэтому для задания непрерывной марковской цепи используют не вероятности переходов Pij, а плотность вероятности переходов 

.

Плотностью вероятности (интенсивностью) перехода 

 называется предел отношения вероятности перехода системы за время 
[image: image3.wmf]D
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 из состояния Si в состояние Sj  к длине промежутка 
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Из определения следует, что чем меньше 
[image: image6.wmf]D

t, тем выше интенсивность

где Pij(
[image: image7.wmf]D

t) - вероятность того, что система , находящаяся в момент t в состоянии Si, за время 
[image: image8.wmf]D

t перейдет из него в состояние Sj.

Если все плотности вероятностей перехода 

 не зависят от t (т.е. от того в какой момент начинается элементарный участок 
[image: image9.wmf]D

t), непрерывная марковская цепь называется однородной, в противном случае – неоднородной.

Далее будем рассматривать непрерывные, однородные марковские цепи.

Множество 

 возможных состояний системы и множество возможных ее переходов из одного состояния в другое, заданное матрицей [

] удобно представлять в виде ориентированного графа.

В общем случае в одну точку может входить и выходить по несколько дуг. К каждой дуге поставим в соответствие интенсивность перехода 

.

Вершинам этого взвешенного графа соответствует состояния системы, а дугам - возможные переходы, причем направление дуги указывает из какого состояния и в какое возможен переход системы.

Процесс функционирования системы в данном случае можно представить как случайное перемещение (блуждание) точки по графу состояний.

Характерной особенностью вероятностных (стохастических) систем является то, что для любого момента времени t нельзя однозначно указать в каком из состояний находится система, но можно определить распределение вероятностей для состояний, т.е. определить значения вероятностей Pi(t) того, что в момент времени t система находится в состоянии Si.

Чтобы выявить и описать закономерности перехода системы из одного состояния в другое, каждый переход удобно рассматривать как результат воздействия на систему некоторого случайного потока событий.

Поток событий - это последовательность однородных событий (т.е. не зависящих от момента появления события на временной оси t), следующих одно за другим в случайные моменты времени (например, поток отказов тех. систем, поток сообщений, поступающих в АСУ, и т.п.).

Наиболее важными свойствами потоков являются:

стационарность, ординарность и отсутствие последействия.

Стационарность потока означает, что его вероятностные характеристики не зависят от времени. Важнейшей характеристикой потока является число событий в единицу времени. Для стационарного потока 
[image: image10.wmf]l

=const, а для нестационарного 
[image: image11.wmf](
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 - функция времени.

Ординарность потока означает практическую невозможность появления двух и более событий в один и тот же момент времени.

Отсутствие последействия означает, что события появляются в потоке независимо друг от друга, т.е. вероятность появления определенного числа событий за некоторый произвольно выбранный промежуток времени не зависит от того, сколько событий произошло раньше (не зависит от предыстории изучаемого потока). (Привести пример с лотореей)
Поток событий, обладающий всеми тремя свойствами, называют простейшим или стационарным пуассоновским потоком.

Простейший поток играет в теории вероятностных моделей особо важную роль.

Во-первых, потому, что простейшие, или близкие к простейшим, потоки весьма часто встречаются на практике.

Во-вторых, даже при потоке заявок, отличающимся от простейшего, часто можно получить удовлетворительные по точности результаты, заменив поток любой структуры простейшим с той же плотностью.

В-третьих, при суммировании (взаимном наложении) уже 4-5 любых потоков получается практически простейший поток.

Можно доказать (см. Е.С. Вентцель. ”Исследования операций”, М., Сов.радио, 1972), что если все потоки событий, переводящие систему из состояния в состояние, пуассоновские, то процесс функционирования системы представляет собой марковский процесс с непрерывным t.

2. УРАВНЕНИЯ КОЛМОГОРОВА ДЛЯ НЕПРЕРЫВНОЙ МАРКОВСКОЙ ЦЕПИ

Вероятностная модель системы для непрерывной марковской цепи представляет собой систему дифференциальных уравнений которая была разработана математиком Колмогоровым А.Н. (Андрей Николаевич – 1905 - 1987г.)
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где 
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- множество дуг, входящих в вершину Sj. Например, для состояния S0: 
[image: image14.wmf](
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 - множество дуг, исходящих из вершины Sj. Для состояния S0:
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Вывод этих соотношений приведен в учебнике “Управление в системах РАВ” ч.1 стр.64-68.

Условия нормировки имеет место в силу того, что система обязательно находится в одном из ее (N+1) возможных состояний.

Систему уравнений можно записать по графу состояний системы. Для этого слева записываются производные от вероятности данного j-го состояния, а справа - слагаемые, представляющие собой произведения интенсивности 

или 

 на вероятность того состояния, откуда идет соответствующая стрелка (т.е. на Pi или Pj – соответственно). При этом слагаемое имеет знак плюс, если соответствующая стрелка направлена в j-ю вершину, и знак минус - в противном случае. Количество слагаемых равно количеству входящих в вершину и исходящих из нее дуг, а количество уравнений - количеству состояний.

При записи правой части уравнения целесообразно руководствоваться мнемоническим правилом: “то, что втекает - прибавляется, а что вытекает - вычитается”.

Для графа, изображенного на рис., уравнения Колмогорова имеют вид:

(Для преподавателя: для записи уравнений можно пригласить к доске поочередно 2/3 студентов).
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EMBED Equation.2[image: image17.wmf]
(2)
Интегрируя систему линейных дифференциальных уравнений с учетом условия нормировки при заданных начальных условиях (напр. Pj(0)=1, Pi(0)=0, i
[image: image18.wmf]¹

j) можно определить распределение для вероятностей состояния системы в любой момент времени.

Таким образом для построения вероятностной модели необходимо:

1. Определить множество состояний системы и построить соответствующий граф состояний.

2. Определить интенсивности переходов системы, т.е. разметить граф состояний.

3. Записать систему дифференциальных уравнений Колмогорова.

4. Исследовать полученную систему (т.е. решить ее).

Для преподавателя: Выдача домашнего задания № 1.
Уравнения Колмогорова для предельных вероятностных состояний
На практике часто наибольший интерес представляет поведение системы в установившемся режиме при 

. В этом случае удобно перейти к рассмотрению так называемых предельных вероятностей 

, которые не зависят от начального состояния системы, и существуют, если граф ее состояний конечен и имеется маршрут между любой парой его вершин, т.е. система может перейти из каждого состояния в любое другое за конечное число шагов. Такие системы называют эргодическими. 
Предельная вероятность Pj представляет собой среднюю долю времени, в течение которого система находится в состоянии Sj. Если, например, Pj=0.2, то это означает, что в состоянии Sj система находится 0.2 времени ее функционирования.

Для вычисления предельных вероятностей состояния в уравнениях (1) производные приравниваются к нулю и получают систему линейных (алгебраических) уравнений:
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(3)
Так как система однородна, то при вычислении вероятностей одно из уравнений заменяют нормировочным условием:
[image: image20.wmf]









(4)
При аналитическом исследовании удобно в некоторых случаях все предельные вероятности выразить через какую-либо одну, а затем подставить в условие нормировки.

В более сложном случае систему можно решить методом последовательного исключения неизвестных (методом Гаусса), суть которого, напоминаю, состоит в том, что при помощи элементарных преобразований систему приводят к такому виду, чтобы ее матрица из коэффициентов оказалась трапециевидной или близкой к трапецивидной. После того, как матрица системы приняла такую форму, уже не представляет труда разобраться в вопросе о совместности, определить число решений и найти сами решения.

Уравнение Колмогорова можно составить так же по матрице интенсивностей переходов. Для графа, представленного на рис., эта матрица будет иметь вид:
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EMBED Equation.2[image: image27.wmf][
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При этом следует иметь ввиду, что ненулевые элементы j-ой строки определяют множество дуг 

 выходящих из вершины Sj, а ненулевые элементы j-го столбца - множество дуг 

заходящих в вершину Sj.

Практическим результатом поиска распределения вероятностей состояний систем являются то, что , зная их, исследователь может определить показатели эффективности ее функционирования.

Для преподавателя: Выдача домашнего задания № 2.
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