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МЕТОДИЧЕСКАЯ РАЗРАБОТКА

по СД-3

Тема занятия: Элементы теории массового обслуживания. Классификация систем массового обслуживания (СМО). Математическая модель однофазной СМО.
Цель: изучить порядок построения модели однофазной СМО.

Время: 2 часа

Метод: групповое занятие

Место: аудитория

Материальное обеспечение: индивидуальное задание № 3
Литература: Управление в системах РАВ, часть 1, Л., 1980 стр.

Учебные вопросы и расчет времени:

Вводная часть
10 мин

1. Элементы теории массового обслуживания
10 мин

2. Классификация систем массового обслуживания (СМО).
15 мин

3. Математическая модель однофазной СМО. Показатели

эффективности
50 мин

Заключительная часть
5 мин

Вводная часть

Вопросы для проверки знаний:

1. Система представляет собой техническое устройство (ТУ), которое осматривается в определенные моменты времени, и ее состояние регистрируется в отчетной ведомости. Каждый осмотр с регистрацией представляет собой «шаг» процесса. Возможные состояния ТУ следующие:

· S1 – полностью исправно;
· S2 – частично неисправно, требует наладки;

· S3 – обнаружена серьезная неисправность, требует ремонта;

· S4 – признано непригодным, списано.

Допустим, что как наладка, так и ремонт продолжаются менее суток и после их выполнения ТУ возвращается в состояние S1 (полностью исправно) или списывается (S4).

Разместить граф состояний и составить систему алгебраических линейных уравнений для предельных вероятностных состояний.
1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ. ХАРАКТЕРИСТИКА ВХОДНОГО ПОТОКА ЗАЯВОК И ПОТОКА ОБСЛУЖЕННЫХ ЗАЯВОК

При анализе боевых действий часто приходится встречаться с обстановкой, когда эффективность боевого применения технических устройств лимитируется их пропускной способностью. Например, при отражении атаки танков может оказаться, что некоторые из них пройдут зону действия противотанковой обороны непораженными, так как все противотанковые средства будут заняты.

Аналогичные вопросы, связанные с пропускной способностью технических систем возникают при передачи информации в АСУВ, при анализе работы ремонтных служб и т.п. Такие и подобные им системы называют системами массового обслуживания (СМО).
Основными признаками реальной системы, позволяющей рассматривать ее как своеобразную СМО, являются:

· наличие объектов, нуждающихся в случайные моменты времени в обслуживании; эти объекты порождают входной поток заявок (требований) на обслуживание;

· наличие объектов, которые производят обслуживание и называются обслуживающими приборами;

· возникновение задержек в обслуживании (образование очереди).

Для изучения таких систем используется теория массового обслуживания (ТМО).

Из перечисленных признаков СМО следует, что если интервал времени между поступлениями требований на обслуживание постоянен и время обслуживания одного требования то же постоянно, то никакой задачи, изучаемой ТМО, не возникает. Отыскать потребное число обслуживающих приборов (ОП) в этом случае не трудно.

В самом деле, если в зоне противотанковой обороны каждую минуту появлялось бы 4 танка противника, а один противотанковый комплекс затрачивал для поражения одного такого танка ровно 0,5 мин., то потребовалось бы 4x0,5=2 комплекса, чтобы не оставалось ни одного не пораженного танка противника.

ТМО нужна в тех случаях, когда или интервал времени между поступлениями требований, или время обслуживания одного требования, или обе эти величины непостоянны и колеблются в каких-то пределах вокруг своих средних значений.

Для задания СМО необходимо указать: входной (входящий) поток заявок, множество обслуживающих приборов и дисциплину обслуживания.

Как правило, в большинстве военных задач массового обслуживания входящий поток заявок зависит не от нашей воли, а от ряда случайных факторов, к которым, в частности, могут быть отнесены и намерения противника. Поэтому для определения числа заявок, поступающих за данный промежуток времени, прибегают к вероятностным характеристикам входящего потока.

При аналитическом исследовании СМО чаще всего предполагают, что входной поток - это простейший поток событий интенсивности 

, который достаточно точно характеризуется законом распределения ПУАССОНА, согласно которому вероятность поступления в обслуживающую систему равно k заявок за время t, определяется равенством:
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t - среднее число событий (заявок), приходящихся на участок t.
Определим закон распределения Fз(t) интервала времени между заявками входящего потока, т.е. такую функцию, которая определяет для каждого промежутка времени, вероятность появления события.
Из (1) следует: вероятность того, что за время t в систему не поступит ни одной заявки, равна:
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Так как Fз(t) - есть вероятность того, что на участок времени t выпадает хотя бы одно событие 

, то
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Плотность распределения интервала времени между заявками:
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Таким образом, закон распределения интервалов времени между заявками простейшего потока является экспоненциальным (показательным).

Попав в систему, заявка подается на обработку в тот или иной ОП, который представляет собой материальный объект или совокупность объектов, одновременно участвующих в обслуживании заявки. В каждый момент времени прибор может обслуживать только одну заявку. Один или несколько ОП, последовательно выполняющие  различные операции по обслуживанию заявки образуют обслуживающий канал.

Время обслуживания одной заявки одним ОП в общем случае так же является величиной непостоянной. В самом деле, например, каждое из поступающих в ремонтные органы орудий требует для ремонта различных трудозатрат в зависимости от характера повреждений. Поэтому для каждого процесса массового обслуживания должен быть найден закон распределения времени обслуживания Fоб(t), т.е. такая функция, которая для каждого промежутка времени определяет вероятность того, что в течение этого времени обслуживание будет закончено.
Введем обозначения: 



 - среднее время обслуживания одной заявки, под которым будем понимать время от момента начала обслуживания заявки до момента готовности прибора к обслуживанию очередной заявки;



 - производительность прибора, т.е. среднее число заявок, обслуженных в единицу времени одним ОП;

Fоб(t) - вероятность окончания обслуживания за время 
[image: image5.wmf]об
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При аналитическом исследовании СМО обычно полагают, что 

, как и интервал времени между заявками распределено по показательному закону, т.е.
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 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  

Таким образом, каждый ОП при непрерывной работе порождает простейший поток обслуженных заявок интенсивности 

.

Для задания потока заявок СМО, помимо входящего потока заявок, множества ОП, необходимо указать также, как было уже отмечено, и дисциплину обслуживания.

Дисциплина обслуживания - это совокупность правил поведения заявки от момента ее поступления в систему до момента прекращения обслуживания.
К основным правилам обслуживания относятся:

1. выбор свободного прибора;

2. назначение очередной заявки на обслуживание;

3. дисциплина очереди.

Выбор свободного прибора осуществляется:

· случайным образом;

· в порядке нумерации;

· в зависимости от времени нахождения прибора в состоянии “свободен”.

В основе правил назначения очередной заявки на обслуживание лежит фактическое время ожидания. Частными случаями являются:

· равновероятное поступление на обслуживание любой заявки из очереди;

· строгая очередность - заявки к обслуживанию назначаются в порядке поступления;

· обратная очередность -  “последним пришел - первым обслуживается”;

· приоритетное обслуживание (например, данные разведки обрабатываются в первую очередь).

Дисциплина очереди определяет в каких случаях заявка становится в очередь, когда она покидает систему, и задается в виде ограничений, накладываемых на параметры СМО:

· длину очереди - m (максимально допустимое число заявок в очереди);

· время ожидания заявок в очереди 

  или время пребывания заявки в системе 





2. КЛАССИФИКАЦИЯ СИСТЕМ МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ (СМО)

Все встречающиеся в настоящее время на практике СМО можно условно разделить следующим образом:

1. По количеству каналов в системе:

- одноканальные (n=1);

- многоканальные (n>1).

2. По составу обслуживающих каналов;

- однородные, если все каналы выполняют одни и те же функции (операции);

- неоднородные, если каналы выполняют разные функции при обслуживании заявок.

3. По последовательности обслуживания заявок:

- однофазные, если обслуживание заявок происходит в один этап;

- многофазные, если процесс обслуживания одной заявки состоит из ряда последовательных этапов.

Обобщенная схема однофазной многоканальной СМО имеет вид:


В этой системе все ОП выполняют однородные операции обслуживания и работают параллельно. Заявка считается обслуженной, если она обслужена одним из ее приборов.

Схема одноканальной многофазной СМО имеет вид:


Заявка считается обслуженной, если она последовательно прошла все фазы обслуживания.

4. По характеру заявок и времени пребывания их в системе:

а) системы с отказом - это такой вид системы, в которой поступившая заявка в момент занятости всех каналов получает отказ, немедленно покидает систему и в дальнейших процессах обслуживания не участвует. Иногда такие системы называют “системы с потерей”.

б) системы с ожиданием - которые в свою очередь подразделяются на:

- чистые системы с ожиданием - это такой вид системы, в которой поступившая заявка, застав все каналы занятыми, становится в очередь и ждет начала обслуживания, не покидая ее.

- смешанные СМО - в них накладывается ограничение на один из параметров:

m - с ограничением по длине очереди (СМО с конечной очередью);



 - с ограничением по времени ожидания по длине или пребывания в системе ;

m, 

 - или одновременно на параметры.

Каждый тип системы имеет свои особенности и свою математическую модель. В дальнейшем мы будем рассматривать только однородные, однофазные, одно- и многоканальные системы с отказом и с ожиданием.

Главная задача СМО - установление связи между параметрами системы:

n -  числом каналов, m - длиной очереди, 

 - интенсивностью входного потока и 

 - производительностью приборов и показателями эффективности СМО. Для решения этой задачи прежде всего необходимо построить математическую модель системы.

Особенность этого процесса в том, что все состояния системы можно вытянуть в одну цепочку, в которой каждые из этих состояний 

 связано прямой и обратной стрелкой с каждым из соседних состояний, а крайние состояния 

 - только с одним соседним состоянием.

3. МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОДНОФАЗНОЙ СМО. ПОКАЗАТЕЛИ ЭФФЕКТИВНОСТИ

Однофазной многоканальной СМО соответствует граф состояний, вершины которого 

 образуют последовательную цепочку и любые две соседние вершины соединены двумя встречно направленными дугами.


Так как из любого состояния Si за конечное число шагов можно перейти в состояние Sj для всех j, 

 то в рассматриваемой системе возможен стационарный режим. Процесс функционирования такой СМО представляет собой так называемый процесс “гибели и размножения” (уменьшение и увеличение числа заявок). Происхождение термина “схема гибели и размножения” связано с решением биологических задач, где подобной схемой описывается процесс изменения численности популяций.

Уравнения Колмогорова предельных вероятностей состояний в этом случае имеет вид:

- для состояния 

 (в системе нет заявок - 0 заявки)


[image: image7.wmf]l

l

10

1

01

0

×

=

×

P

P









(5)

- для состояния 

 (в системе 1 заявка)
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Учитывая (5), получаем:
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(6)

- для состояния 
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Учитывая (6), получим:
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(7)

- для состояния 

 (по аналогии)


[image: image12.wmf]l

l

j

j

j

j

j

j

P

P

,

,

-

-

-

=

1

1

1









(8)

- для состояния 
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(9)

- для состояния 
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 непосредственно из графа находим уравнение:
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которое совпадает с (9), поэтому исключим последнее уравнение и вместо него используем условие нормировки:
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Для решения системы уравнений (5)-(10), выразим все вероятности 
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т.е.
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(11)

Подставляя 
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 в (10), получим:
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(12)

Проанализируем формулы (11) и (12). Формула (11) представляет собой произведение отношений интенсивностей, перехода слева направо, к интенсивности перехода справа налево, для всех переходов между начальной и рассматриваемой вершинами графа состояний.

В формуле (12) имеем сумму этих произведений, вычисленных для всех вершин графа 

.

Подставляя в формулы (11) и (12) значения интенсивностей переходов  
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 и 
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 для СМО любого типа, можно рассчитать вероятности ее состояний и определить зависимости между показателями эффективности и ее параметрами (параметрами потока заявок, дисциплиной обслуживания, числом обслуживающих приборов и их производительностью).

ПРИМЕР: Прибор состоит из двух одинаковых узлов; среднее время безотказной работы узла 

; отказавший узел начинает немедленно восстанавливаться, среднее время восстановления 

. Если отказали оба узла одновременно, то прибор простаивает. Определить долю времени, в течение которого прибор простаивает при простейших потоках отказа и восстановлений.
РЕШЕНИЕ: Возможные состояния системы:

S0 - оба узла исправны;

S1 - один узел исправен, второй восстанавливается;

S2 - оба узла восстанавливаются.


Определим интенсивности переходов:

- переход из S0 в S1 осуществляется при отказе одного из 2-х узлов, поэтому  
[image: image28.wmf]l
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- переход из S1 в S2 осуществляется под воздействием потока отказов интенсивности 
[image: image29.wmf]l
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;

- переход из  S2 в S1 осуществляется под воздействием потока восстановления 
[image: image30.wmf]l
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 (два узла восстанавливаются одновременно);

- переход из S1 в S0 осуществляется под воздействием потока восстановления 
[image: image31.wmf]l
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Из уравнения (12) имеем:


[image: image32.wmf]P
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Прибор простаивает, если система находится в состоянии S2, т.е. вероятность простоя приборов:





 EMBED Equation.2  [image: image33.wmf]P
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(Для преподавателя: Выдача домашнего задания № 3)
Рассмотрим теперь наиболее часто используемые показатели эффективности СМО.

Показатель эффективности - это количественная мера эффективности, определяющая степень соответствия результатов функционирования СМО целям (задачам), стоящим перед системой:

1. Вероятность отказа в обслуживании 
[image: image34.wmf]отк

P

 - вероятность того, что поступившая в систему заявка не будет обслужена.

2. Среднее время ожидания обслуживания 
[image: image35.wmf]ож

t

 - математическое ожидание времени пребывания заявки в очереди.

3. Среднее время пребывания заявки в системе:


[image: image36.wmf]*
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где  
[image: image37.wmf]*
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 - среднее время обслуживания одной заявки (
[image: image38.wmf]m
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, 
[image: image39.wmf]m

 - производительность прибора – т.е. среднее число заявок, обслуженных в единицу времени одним ОП).

4. Абсолютная пропускная способность СМО Q - среднее число заявок, обслуживаемых системой в единицу времени.

Для оценки потенциальных возможностей СМО по обслуживанию заявок, используется Qном - номинальная пропускная способность системы:

Qном= 
[image: image40.wmf]n
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5. Относительная пропускная способность q - это средняя доля заявок, обслуживаемых системой


[image: image41.wmf]q
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(
[image: image42.wmf]l

 - интенсивность входного потока заявок; 
[image: image43.wmf]з
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 - т.е. среднее число заявок, поступающих в систему в единицу времени).

Так как Pотк  можно трактовать, как среднюю долю заявок, не принимаемых системой на обслуживание, то q можно выразить через Pотк следующим образом:

q=1-Pотк
6. Среднее число занятых приборов


[image: image44.wmf]q
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где 
[image: image45.wmf]з
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 - среднее необходимое число обслуживающих приборов,

(
[image: image46.wmf]обсл

t

 - ср. время обслуживания одной заявки;


[image: image47.wmf]з
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 - ср. время поступления заявок в систему).

7. Коэффициент занятости (загрузки) приборов:

[image: image48.wmf]q
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где 
[image: image49.wmf]r

l

=

n

 - номинальный коэффициент загрузки приборов.

Производным от Кз является коэффициент простоя приборов:

Кп=1-Кз 

8. Средняя длина очереди L - математическое ожидание числа заявок, ожидающих обслуживания.

9. Среднее число заявок, находящихся в системе Y:

Y=Nз +L

Выбор показателей для оценки эффективности конкретной СМО определяется как особенностями системы (ее типами), назначением, так и задачами проводимого исследования.
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